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JXAN-YVES BEZIAU

RECHERCHES SUR LA LOGIQUE ÀBSTRAITE:
LES LOGIQUES NORMALES

I. PRÉSENTÀTION

At la fin des ânnêes cinquante N.C.À. da Costa a développé de nouveaux
systèmes de logique ([I], [5] - [7]) que l'on classe aujourd'hui sous le rom de
logiqtre paraconsistante. Ces systèmes furent d'âbord élaborés d'un point de
vue syntaxique, ce n'est que plus tard qu'une sémantique fut créée ([8], [9],
[9]). Les idées utilisées pour cette séûantique furent adaptées à d'autres logi-
ques et en particulier à la logique intuitionniste positive ([16], [18]) et à diffé-
rentes logiques modales 07], on fournissait ainsi une nouvelle alternative à la
sémantique kripkéenne. L'étude systématique de ces méthodes aboutit finale-
ment â ce que l'on appelle aujourd'hui la théorie de la valuation (tlol-tl2l,
[14]. [20]).

Un des théorèmes de bâse de la théorie de lâ vâluâtion cst que tout calcul
logique possède une sémantique bivalente adéquate. Ce qui est remarquâble
dans ce résultat est que la nature des objets de ce calcut (âppelés formules)
n'intervient pas, ce qui lui donne un caractère extrêmement général.

Ce que l'on appelle Logique ,4bstraile est justemenl une approche de la
logique qui consiste à faire abstraction de la nature des objets (formules).

Nous étudions ici une classe de logiques dites normales (notion plus
géûérale que celle de calcul logique utilisée dans la théorie de la valuation).
L'idée fondamentale est d'étudier des propriélés de la relation de déductibilité
à partir de lois générales gouvernant cette relation (dâns le cas des logiques
normales: identité, monotonie, coupure) et de la strrcture des classes d'objets
que nous appelons théories (on reprend et on développe le concept essentiel de
théorie saturée utilisé dans la théorie de la valuation).

I Noûs .emcrcions D. Miller poùr ses rcmarqùes sùr @ irâÿail et N.C.A. dâ Cosra qui la
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Si cette approche n'est pas sans rappeler celle de I'école polonaise qui
coosiste à mertre en avant la notion de conséquence ([14], [22] _ [i+])1en faiila
classe.des logiques normales peut être définii a" façÀn èquvit"it"1 partir de
Fopriétés de cet opérateur), elle en dillère cependant en se situant à un niveau
plus général au sens où l'on n impose d priori aucun axiome.

On donne ainsi une défiûition tout à fait universelle de la notion de
sémanlique. el on établil son rappo avec le concepl de logique normale par la
construction d'un modèle canonique. On voit que selon cette approche la
vâlidiré d'un raisonnement ne dèpend plus de conditions inrernesliomme la
lorme et Ia composilion des formules) mais de conditions exlernes. â savoir la
situation dans la structure. En ce sens la logique abslrait€ est un dépâssemenl
de la logique aristotélicienne.

Oû montre ensuite comment l,on p€ut réduire systématiquement le con-
cepl de sémantique à celui de sémantique bivalenre. ipporraniainsi un appui
solide â la lhése de Frege. Le lhéoréme que l.on prouri â cet ellet s."ue.. u'*i.
de muhiples applicarions (ct [2]).

lx résultat cenrral de cer anicle. qui proure Ia minjmalitè d.une cenârne
semantique bivalente pour les logiques normales. renforce égalemenr le bien
fondé de la théorie de la valuation et apporte ure nouvelle lumière sur la
signification et la preuve du théorème de complétude.

L'on distingue ainsi différentes formes, qui sont souvent confondues (à tort
où à raison), de ce que nous appelons la loi r./e 

'»denàaur, 
on établit leuri liens

réciproques ainsi que leurs connections âvec les lois dites de compacité, conne-
ctions qui constituent des généralisations du lemme de Lindeibaum.

2. CONCIPTS FONDAMENTÀUX

Une logique ll est une paire (û; F) où
- û est un effemble, appelé (lomaine de la loglqùe,
- F est une relation sur lp(û)Xû, dite relation de déductibilité.
On appelle théorie lne partie Ide [ÿ.
On écrira T I F pour signifier que (4 Oe l- er T f/F pour signifier le

contraire. Par abus d€ notation on écrirâ T I T,pour signilier que p;ur tout
FêT', T I F.

La clôture d'ùne théorie f est définie de la faQon suivante:

ct I: {Iê 3; " l_ F}.

Une théorie T est dite F-Iimitée ssi T V F, linitée ssi il existe F tel que
îest Flimitée \illimitêe dans Ie cas contraire)_

Une théorie îest dite close ssi Il--F+F€I
Une théorie Test dite F-sdt rÉe ssi Iest F-limitée et poul tout 6 tel que

GëT, fw{G}ts F, satufte ssi 1l existe a tel que ? esr i_sarurée.
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Ur1e théorie T est dite maxifiale ssi î est limitée et n'est contenue
st cte4ent dans aucune théorie limitée, F-maximale ssi 7 est maximale et
I Jimitée.

} LOGIQUE NORMÀLE

U[e logique est dite rcrmare ssi sa relation de déductibilité vérilie les trois
lois suivantes:

(i) loi d'identité (1): pour tout r, {F} F a.
(ii) Ioi de monotonie infinie (,[4-): soient II',F tels que Tf,F er

TçT' alor§ T'ts F.
(iii) loi de coupure infinie (C-): si I l- 1' et si T'| F alors T l- F.
Si on considère la loi suivatlte:
loi d'ideûtité infinie (I-): F eT + T l F,

on a une caractérisation plus simple de la classe des logiques normales.

PRoposrrroN l. Une logiqüe est noùnale ssi elle Dérilie I_ et C-.
On peut égâlement caractériset Ia classe des logiques normales à l'aide de

la seule loi suivante:
loi S: 1l-F ssi pour tout T' si T'lT alors T'l-F.
THÉoRÈME 1. Une logique est normale ssi elle ûtiJie la loi S.

On dit qu'une logique est poloroise ssi elle vérifie les trois lois suivartes:
(1) Îc cl ?i
(2) Tç T'-clTç clT',
(3) clcl T-e cl I
PRoposrroN 2. Une logique est normale ssi elle est polonaise.

Remarque. Il y a bien d'autres faqons de délinir la classe des logiques
normales, notamment à partir de lâ notion de démonstration [10], [21].

,1. SÉM^NTIQUE

Une séma tique g est un triplet ([ÿ; M;mod) où

- Ü est un ensemble, appelé dofiaine de la sémantique,

- M est un ensemble, appelé uniw$ de la sémaûtique,

- rnod est une applicârion de 3 daûs S (rf):

mod: û -.--- .-..- q] (n4,

P .....-. '....-modF;
on étend naturellemeot mod en une application mod (que pour des raisons de
simplicité on norera ordinairement mod) de sll (3) dans ql (I4):

:é.

dfier le

:el que

:el que
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mod: E(û) + rP (,|,),

T .modI:nmodf.

Etant donûée une sémantique 6,
sémantique standord de g, la relation
suivante: TEF ssi modTqmodF.

PRoPosrrroN 3. .Soit

de dêductibilité standa

Preuve. I et C- sont valables de part, rcspectivement, la réfléxivité et la
transitivité de la relation d'inclusion, M,, est valable de pa le fait que si

7ç T' alors mod T' ç mod Tet de pârt la transitivité de la relation d'iûclu-
sion.

On peut se demander si ces trois lois suffisent à caractériser la notion de

déductibilité sêmantique standârd; Cest ce que nous allons maintenant montrer
en prouvant que pour toule logique normale 1] = (Û; l- ) il existe une séman-

tiqÙe é déductit)enent équiùalente (ie telle que F= l-).

5. SÉMANTIQUE C NoNIQUI

Soit une logique normale 1.1 = (iÿ; l ) on définil C: (3; C; cod) la
sémontique ulnokique associée à 1.) de la manière suivrnte:

c = $(3),

-cod: I .........._ 1](1J(3).

F _ codf =lf: f FFl:
cod est donc définie ainsi:

-cod: ù (il) + $(,I(3),
? .. 

- 

cod T=!tT,:T,lTl.
TlÉioRÈME 2. TFr'êT1(§F.
Preuve. Elle est immêdiate en utilisant le théorème 1.

CoRoLLÂrRE. Toute logique normale a une sémantique déductiüement équi'

6. SÉMANTIQUf, BIYAI,ONTf,

lJne sémantique A: (û; A; bod) est diLe biDule te ssi B est inclu dans

l'ônsemble des applications de û dans {0, 1} et bod Ê : lbe Ai à(a) : l }.
Nous allons montrer que le concept de sémantique peut, en un certain

sens, se ramener wlog à celui de sémantique bivalente.

g: (3; M; mod) uûe séma tique et I la relation
de é, \l = (B: l) est une logique norrulle.

on appelle relation de àêductibilité
délinie sur S(iÿ)xiÿ de lâ mânière
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on dit qu'une sémantique é'= <3'i M';ûod'> esl êPimorphe à vr.e

sémantique G: (3; M; mod) ssi elles oflt mêm€ domaine (ie ii = Û') et il
existe une sudection ô de M dans M' telle que m€mod F ssi dm e mod'a (donc

dmodl = mod'r).

LEMME. d mod 1= mod' 1
Preuve. dmod?:d l^J modF= |.l dmodF= flmod',F:mod'1

FEl FÉî

TEÉoRÈME 3. Si 6' est épimoryhe à Ç alors é' est déductiLPmeû équiütt-

lente à é.
Preuve. mod?çmodF ssi dmodTqdmodF ssi mod'lqmod'F.
THÉoRÈME 4. Soi, g(3; M; mod) une sémantique' il existe une sëman'

tique biûalente E = (û; A; bod) épinorphe à é.
preuve. Soir W. M _ t0. t];!.

on définit I'univers B

Soit alors ô: M

Yn, PmF: 1 ssi memodF,

'v(n.comme étant

+8,

d) la

fi tDm = Ym.

@ est l'épimorphisme recherché (memod F ssi @mF : 1 ssi @rnebod F)-

Conorulru Pour toute sémantiqüe il existe une sémantique bi\ale le qui

lui est déductiÿene t équiüale te.

CoRoLLAIRE. Toute logique nonnale a une sémantique biüalente lôlucti\e-
fienr équioale te.

Soit ,l: (û; l ) une logique normale, {§: (fi; C; cod) sa sémantique

canonique et @ comme dâns le théorème, on a: (pT(F) = 1 ssi 7€codF ssi

I l- F ssi I €cl T; la sémântique biÿalente canonique A = (t; oC; bod)
déductivemeflt équivalente à ! a donc pour univers l'ensemble des fonctions

caractéristiques des clôtures des théories de ! qui correspond à l'ensemble des

fonctioN câractéristiques des théo.ies closes de 11.

On délinit une relation d'ordre pour 1es sémantiques bivalentes de la faQon

suivante: E < E' ssi B=r'.
THÉoRÊME 5. La sémantique bi\ale te canonique dune logique normale est

l'élément maximum de la cldsse des séma tiques biaalentes déductitèment équiuo-

lentes à cette logique.

Preuve. On montre que .i Tl- É= f lsF alors B est inclu dans

l'ensemble des fonctions caracténstique5 de. lhéories clo.es de !. Soit àeB.
on considère Tb:{G: b(G):1}. On voit que ?à est close: si Tüf F
alors Tô lEF, comme b(Tb): 1, b(F) - 1, dônc FeTb.

Une question qui se pose est de savoir si I'on peut trouver ùne sémantique
bivâlente minimum ou- à défaut. minimale.

dans

= r).
ertâin
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7. T,INDENBÂUM

Une logique est dite logique noiûole de Lindeûbaum ssi elle vérifie la loi
suivante:

LoI de Lindenbaum 2. To te thborie F-limitée est conteme ilans ü e thiiorie

Si on a une logique normale de Litdenbaùm .8: (û; l-) on montrc
facilement que la sémartique ultracanonique U = (ü; U; uod) où {/ est l'en-
semble des théories saturées et où uodlF - {7; lest saturée et T F F} lui est
déductivement équivalente. On voit que la sémantique bivalente ultracano-
dque associée à ! a pour univers l'eNemble des fonctions caractéristiques des
théories saturées (dans une logique normale les théories saturées sont closes).

THÉoREME 6- Lo sênntique bbalekte uhtacanoniqùe il'une logique nonfiole
est un éléfient minimale de la classe des sém.tntiques bioole tes iléilüctiDement
éqÿbalentes à cette logique.

Preuve. Oû se convaincra facilement que pour qu'une sémantique
g = (8; B; bod) soit minirnale pour une logique !: (3; l-) il faut et il
suflit que pour tout élément 6 de B il existe Tet F tels que à soit I'unique
élément de , tel que ,(T) : 1 et à(F) : 0. Soit b un élément de l'univers de la
sémafltiqu€ bivalerite ultracanonique de 1J et soit TF-sâturée la théo e dont
6 est la fonction caractéristique (on a donc b(1) = I et b(r):0), supposons
qu'il existe un autre élément b' de I'univers tel que b'(T): l, à'(.8) :0; si
b(G) = I alors Ge Tet donc b'(C) : 1, par conséquent (puisque b I lr') il existe
E tel que à(Ë) - 0 (ie IrÉ T) et ,'(H) : 1, mais alors ?u{H} fFF, cc qui
contredit le fait que Tsoit F-saturée.

On considêre à présent d'autres formes de la loi de Lindenbaurn:

{Ll) Toute théotie limitée est contenue dans üne théorie satüée.
\L3'1 Toute théorie limitée est coûtemæ dans une théorie maximole.
(LAl Toute théorie F-limitée est contenue dans une théorie F-maximole.

On appelle logique NLl (NL2, NL3, NL4) une Iogique normale dans
laquel€ la loi L1 (L2, L3, L4) est valabie. On continuera d'appeler simplemert
logique normale de Lindeûbaum une logique NL2 lorsqu'il n'y aura pas

d'ambiguilé.

1l résulte du théorème 6 le
CoRoLLAIRE. Dans une logique NL4 l'ensemble des théories saturées

coincide aûec celui des théories maxinales.

Il est clair que dans une logique normale on a les résuliats suiÿants:

L4-L3 +Ll, IA+L2-Ll.
THÉoRÈME 7. Il existe des loqiques normeles qui ne sont pos NLI-

dr
ll

la

ét .

tI

C
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Preuve. Orr considère une logique dont le domaine est infini et où la
relation de déductibilité est défiDie de la faQon suivante: T l- F ssi F€ T ou
lest inlinie (pour les détails voir [3]).

& COMPACITE

Uoe logique iormale est dite déductiùement compacre (NDC) ssi elle vérifie
la loi de compacité déductive:

si TFF alors il existe 4linie et inclue dans T telle que Ç1,F.
IHL9RÈME 8. Toute logique nomale déiluctit)ement compacte est une logiqüe

nomale ùe Liwlenba m.

Preuve. Soit Tune théorie F-limitée on considère l'ensemble ,4 des ex-
tensions F-limitées de T:

a) On va montrer que dans uDe logique normale cet ensemble à un
élément maximal (au sens de la relation d'inclusion).

Il s'agit d'une application du lemme de Zorn: on montre que toute chaine
de c€t ensemble est majorée. Soit C une chaîne de zl on considère I'union U des
élémenls de C. Il est donc immédiat que si TêC âlors fÇ U, reste à prouver
qûe U est F-limitee. SupposoN qu'elle ne le soit pas, alors Ul F. Comme la
logique est déductivement compacte il exisre donc 'l; 

= U, q finie €t q I, F,
mâis il existe un éléûent de C qui co[tient '1o, par M-, cette théorie n'est pas
Flimitée, ce qui est absurde.

b) Soit f un élément maximal de ,1, on montre â préseût que I est
F-saturée.

Soit G É 1", supposons que Tu {G} l/ F alors Iu {C} ê,,{ et conrient strite-
ment X ce qui contredit la maximalité de T

On montre à présent que ce théorème ne peut être renlorcé et que sa
réciproque est fausse.

THÉoRÈME 9. ll existe des logiqües NDC qüi ne sont pas NL3.
Preuve. On considère une logique dont le domaine est N (l,ensemble des

entiers naturels) et où la relation de déductibilité est définie de la faqon suivante:

I1 n ssi il existe me|m2n.
Que cette logique soit NDC est évident, montrons qu,elle ne vérfie pas L3.

On va montrer en lait que dâns cette logique il n,y a pas de théorie maximale
(comme il y â des théo es limitées il serâ alors facile de conclure).

Commenqons par observer que dans cett€ logique une théorie est infinie
ssi elle est illimitée. Si une théorie est infinie elle n'est donc pas maximale. Soit
une 

_théorie finie I il exisre n relle que T l/n et on a Tu{r1}l/rx+1. Si T
est finie elle n'est donc pas maximale non plus.
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. CoRoLLATRE. I I existe des logiques NL2 qui ne sont pas NL3 (et donc des
Iogiqÿes NLI qui ne sont pas NL3, NL2 qui ne sont p., NI-+). li"ri* Jr"
logiques NDC qui ne sont pas NL4.

PRoposrTroN 4. Il existe des logiques NL4 qui ne sor1r pas NDC.

_ Pr€uve. Cas de la logique du second ordae. Cette logique vérilie bien en
eflet L4: soit uoe théorie T FJimitée. Ta donc un *oàef" r, 

"o",ài.on.Th(n):{G;aç6çl GJ, Tir(m) est F-maximale et contient T. -
CoRoLLATRE. Il existe iles loaiques NL2

téciproqüe dt théorème 8 est îausse).

qui ne sont pas NDC (ie la

Une logique nomale est dite li itatiüeûent car pacre (NIC) ssi elle védfie
la loi de compacité limitative:

si Test illimitée, il existe 4 finie er inclue dans Ttelle que 6 soit illimitée.
On dira qu'une logique est norrr.ale compacte (NC) ssi elle esi à la fois NIC

et NDC.

THÉoRIME 8b. Toute bgique NIC es, une logique NL3.
Preuve. Similaire à celle du théo.ème 8 (voir [3]).
THEoRÊME 9b. Il existe des logiqres NIC qui ne sont pas NL2.
Preuÿe. On considère une logique dort le domaine est p ll'ensemble des

nombres premierst et où Ia relation de déductibilitè esl définie de Ia laqon
suivaûte:

si p: 1, ? | p ssi il existe p' = 4 p, divise p,
si p+1, Tlp ssi il existe p,e?l p,divise p ou Test infinie.
a) Cette logique est normale. Il est évident que 1- est valable. En ce qui

concerne C-, supposons que 7 l- T, et T,l p. Si p €T, alors T l_ p. Si I e i,,
alors fF ldoncleTdonc T I p. Supposons enfiû T,inlinie. si I e fou fesi
infinre on a de suite IJ- p. et Ie cas conlraire esr impossible.

b) Cette logique est limitativement compacte. En eller si Îest illimirée T F 1,
donc lEr", comme il est facile de voir que {l} est illimitée on p"u, 

"on"iu.".- c) L2 n'est pas valide. On a elt'l3. Montrons que si T f/ 13, ?.n,esr pas
l3-saturée. Si 13 n'est pas déducrible de I Iesr fini, 13É?et lÉI Soit p un
Dombre premier quelconque différent de I et de 13 et n,appartenant pa; à T
(en ve u d'un Ésultat celébre on p€ut toujours en trour". un;, nlors ru{p.1 est
finie et comme p ne divise ni 13 ni I on a Tu{p}l/l3.

. CoRoLLATRE. Il existe iles logiqües NL3 qui ne sont pas NL2 (et rlonc des
lo(liques NLI qui ne sont pas NL2, NL3 qui ne sont pas NI_+). .fi exrsre aas
Iogiqres NIC qui ne sont pas NL4.

CoRoLLATRE des théorèmes 9. Il existe d.es logiques NDC qui ne sont pos
compactes et des logiques NIC 4üi ,æ sont pas cohpactes.

PRoposrTroN 4b. Il existe des logiques NL4 qui ne sont pas NIC.
Preuve. Même exemple qu€ dans la preuve de la proposition 4.
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CoRoLLAIRE. Lo rêciptoque du théoùne gb est fausse.

_ Remarque. Du fait du théorème 6, le théorème g apparaît
plus fondamenral que le théorême 8b (voir [ll] pour des commeîaires
detaillés). Ces deux thêorèmes sont des varianiei d, fu-"r; ti;;;;;
ou lemme de Lindenbaum. En fait I'on peut démontrer ces théorèmes pour les
logiques simplement monotones (on porterâ attention a U preuve auifeoreme8 pour s'en convaincre) et ils sont équivalents à t',axiome au ctràix
(cf. [3] et tt3l).

9. NNITUDE

Une logitpe est dite (normale) rnie ssi (elle est nomale et) soû domaine
est lini.

Il est immédiat que si une logique est ftrie alors elle est compâcte.

THEoRÈME I0. ll existe iles logiques normales îmies qui ne sont pas NL4.
Preuve. On considère une logique do[t le domaine est coûstitué de deux

objets F et C er dont lâ relation de déductibilité est défide de la faqon suivante:

TFF ssi T+O, TfG ssi GeZ.'

Oo vérifie sans peine que .8 est nolmale.

,. O est F-limitée, lFl e! {I, C} ne sotrt éviderrment pas F-maximale, {C} ne
I'est pas puisque {G}ts F et A tre ltsr pas üon plus car Ow{F}llC, ionc
U n'est contenue dans aucure théorie F-maximale.

CoRoLLÀrRE. Il ?xiste des logiques compactes Eti ne sont pos NL4_

IO. PETSPf,CflVf,S

Si i'étude des logiques normales reste encore â approfondir, il ne
faul cep€ndant pas perdre la perspective géoérale qui est la motivation essen_
tielle de ce travail et nous corNidéroff donc cette étude particulière plutôt
comme une exemplification concrête des méthodes fourries par la logique
abstraite.

_-. On_peut également à parti des ûêmes concepts fondamentaux développer
l'étude de logiques non-normales, par exemple l'étude des logiques ne vériÀant
pas 1" (logiques non-idenliraires ou non-réflexires Ll5'l) ou ne vèrifiant Das M
(logiques non-monorones) ou encore ne vérifianr pas C- tlogiques non_coui
ables).

Mais ce qui nous intéresse avant tout est de rester au ûiveau le plus
général et d'élaborer des concepts qui permettront sans doute d,êciair-
cir la nature de la logique tant d'un point de vue mathématique que philo-
sophique.
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